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Настоящая работа посвящена функциям n - переменных f(x1, x2, ...xn) принад-
лежащих в пространстве C̃(m)(Tn), т.е. f(x1, x2, ...xn) ∈ C̃(m)(Tn), где Tn - n мерных
тор.

Определение 1. Пространство C̃(m)(Tn) определяется как замыкание множе-
ство конечных рядов Фурье ∑

γ

∧
f [γ]e−2πi(γ,x) = f(x)

в полунорме ∥∥∥f(x)|C̃(m)(Tn)
∥∥∥ = max

x∈Tn

∣∣∣∣∣∑
γ 6=0

|γ|m
∧
f [γ] e−2πi(γ,x)

∣∣∣∣∣ , (1)

где (γ, x) =
n∑

k=1

γkxk и
∧
f [γ] =< f(x), e2πi(γ,x) >=

∫
Tn

f(x) e2πi(γ,x)dx, т.е.

коэффициенты Фурье.
Рассмотрим кубатурную формулу.∫

Tn

P (x)f(x)dx ≈
N∑

λ=1

Cλf(x(λ)), (2)

где P (x) - весовая функция, Cλ - коэффициенты и x(λ) - узлы кубатурной формулы
(2).

Кубатурной формулы (2) сопоставим обобщенную функцию

`(x) = P (x)εTn(x)−
N∑

λ=1

Cλδ(x− x(λ)) (3)

и назовем ее функционалом погрешности.
Здесь δ(x) - функция Дирака и εTn(x) - характеристическая функция тора Tn.
Справедливо следующая
Теорема. Для нормы функционала погрешности (3) кубатурной формулы (2)

в пространстве C̃(m)(Tn) имеет место следующее равенство

∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)
∥∥∥ = inf

χ

∫
Tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
γ 6=0

∧
P [γ]−

N∑
λ=1

Cλ e
−2πi(γ,x(λ))

|γ|m
· e2πi(γ,x) + χ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dx,
где χ- произвольное действительное число.
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Доказательство. Известно, что пространство C̃(m)(Tn) является фактор -
пространством по пространству действительных чисел, то

< `(x), 1 >= 0. (4)

Так как
f(x) =

∑
γ

∧
f [γ]e−2πi(γ,x),

где
∧
f [γ] =< f(x), e2πi(γ,x) >, то имеем

< `(x), f(x) >=< `(x),
∑

γ

∧
f [γ]e−2πi(γ,x) >=

∑
γ

∧
f [γ] < `(x), e−2πi(γ,x) >. (5)

Для вычисление правую часть (5) сначала вычислим

< `N(x), e2πi(γ,x) > .

Пусть γ = 0 , то имея введу (4) из (5) получим

< `(x), 1 >= P̂ [0]−
N∑

λ=1

Cλ = 0 (6)

В случае γ 6= 0 получим

< `(x), e−2πi(γ,x) >=
∧
P [−γ]−

N∑
λ=1

Cλe
−2πi(γ,x(λ)). (7)

Таким образом, из (5) и (7) с учетом (6) имеем

< `(x), f(x) >=

∫
Tn

[ψm(x) + χ]
0

f(x)dx, (8)

где

ψm(x) =
∑
γ 6=0

[
∧
P [γ]−

N∑
λ=1

Cλe
−2πi(γ,x(λ))

]
|γ|m

· e2πi(γ,x),

0

f(x) =
∑
γ 6=0

|γ|m
∧
f [γ] · e2πi(γ,x)

Правую часть (3) обозначим через L(
0

f(x)). Множество всех функций
0

f(x) об-

разует подпространство пространства C(Tn), которое обозначим
0

C(Tn).
Очевидно, чтобы вычислить норму функционала < `(x), f(x) > над простран-

ством C̃(m)(Tn), имея в виду равенство (8), вычислим норму функционала L(
0

f(x))

над пространством
0

C(Tn).
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Применяя к (8) неравенство Гельдера, получим следующую оценку:

|< `(x), f(x) >| =
∣∣∣∣L(

0

f(x))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Tn

[ψm(x) + χ]
0

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
x∈Tn

∣∣∣∣ 0

f(x)

∣∣∣∣ ∫
Tn

|ψm(x) + χ| dx.

(9)
Так как неравенство (9) выполняется для всех χ, то справедливо неравенство

|< `(x), f(x) >| ≤ max
x∈Tn

∣∣∣∣ 0

f(x)

∣∣∣∣ inf
χ

∫
Tn

|ψm(x) + χ| dx = K
∥∥∥f(x)|C̃(m)(Tn)

∥∥∥ , (10)

где

K = inf
χ

∫
Tn

|ψm(x) + χ| dx (11)

поэтому |< `(x), f(x) >| ≤ K
∥∥∥f(x)|C̃(m)(Tn)

∥∥∥.
Из этого следует, что ∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)

∥∥∥ ≤ K. (12)

Докажем, что в неравенстве (10) фактически имеет место равенство, т.е.∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)
∥∥∥ = K. (13)

Для этого простроим максимизирующую последовательность функции gε(x)
такую, что ∫

Tn

gε(x)dx = 0 и
∥∥∥∥gε(x)|

0

C(Tn)

∥∥∥∥ = 1.

Такая последовательностью является последовательность функции

gε(x) = g(x) ∗ ηε(x) =

∫
Tn

g(y)ηε(x− y)dy =

∫
Tn

ηε(y)g(x− y)dy,

где
g(x) = sign[ψm−S(x) +

0
χ],

ηε(x) =

{
Aεe

− ε2

ε2−|x|2 , |x| ≤ ε,
0, |x| > ε.

Свертка g(x) ∗ ηε(x) называется средней функцией, функция ηε(x) - ядро
усреднения. Постоянную Aε будем считать такой, что

∫
Tn

ηε(x)dx = 1, т.е. Aε ·

εn
∫
|ξ|
e
− 1

1−|ξ|2 dξ = 1

Пусть

T0 = {x : gε(x) = g(x)} и
0

ψm(x) = ψm(x) +
0
χ
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тогда

|L[gε(x)]| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Tn

0

ψm(x)gε(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≥
∫
Tn

∣∣∣∣ 0

ψm(x)

∣∣∣∣dx−
∣∣∣∣∣∣∣

∫
Tn\T0

∣∣∣∣ 0

ψm(x)

∣∣∣∣ dx− ∫
Tn\T0

0

ψm(x) · gε(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ .
(14)

Так как gε(x) слабо g(x)∣∣∣∣∣∣∣
∫

Tn\T0

∣∣∣∣ 0

ψm(x)

∣∣∣∣ dx− ∫
Tn\T0

0

ψm(x) · gε(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Tn\T0

0

ψm(x)[g(x)− gε(x)]dx

∣∣∣∣∣∣∣ ε→0−→ 0

(см. [1]).

Значит правая часть (14) при ε→ 0 равна
∫
Tn

∣∣∣∣ 0

ψm(x)

∣∣∣∣dx. Таким образом,

sup‚‚‚‚0
f

‚‚‚‚=1

∣∣∣∣∣∣
∫
Tn

0

ψm(x)
0

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≥
∫
Tn

∣∣∣∣ 0

ψm(x)

∣∣∣∣dx. (15)

Из (12) и (15) следует равенство (13), т.е.∥∥∥`(x)|C̃(m)∗(Tn)
∥∥∥ =

∫
Tn

∣∣∣∣ 0

ψm(x)

∣∣∣∣ dx =

∫
Tn

∣∣∣∣ψm(x) +
0
χ

∣∣∣∣ dx = inf
χ

∫
Tn

|ψm(x) + χ| dx.

Что и требовалось доказать.
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